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Abstract
The purpose of this note is to give a combinatorial proof of the three-term linear recurrence
for Motzkin numbers. The present work is inspired by Remy’s combinatorial proof of the linear
recurrence for Catalan numbers (RAIRO Inform. Theor. 19(2) (1985) 179) and the more recent
proof given by Foata and Zeilberger (J. Combin. Theory Ser. A 80(2) (1997) 380) for Schr;oder
numbers (Z. Math. Phys. 15 (1870) 361).
R	esum	e
Cette note a pour objectif de donner une preuve combinatoire d’une formule de recurrence <a
trois termes veri=ee par les nombres de Motzkin. Elle suit le meˆme cheminement que la preuve
bijective de Remy (RAIRO Inform. Theor. 19(2) (185) 179) pour la recurrence des nombres
de Catalan, et que la preuve beaucoup plus recente donnee par Foata et Zeilberger (J. Combin.
Theory Ser. A 80(2) (1997) 380) pour la recurrence des nombres de Schr;oder (Z. Math. Phys.
15 (1870) 361). c© 2002 Elsevier Science B.V. All rights reserved.
1. Dyck, Catalan, Motzkin et Schroder
Remy [3] a le premier donne une interpretation combinatoire de la formule de
recurrence pour les nombres de Catalan,
2(2n+ 1)Cn =(n+ 2)Cn+1; n¿1;
C0 = 1; (1)
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nombres qui comptent les mots ou chemins de Dyck. C’est en choisissant, parmi la
longue liste des objets enumeres par ces nombres, la classe des arbres binaires com-
plets, encore appeles par D. Knuth, les arbres binaires etendus, (c’est-<a-dire des arbres
binaires o<u tout sommet a exactement 0 ou 2 =ls), qu’il a pu interpreter bijectivement
cette formule.
Lorsqu’on ins<ere dans les chemins de Dyck des paliers horizontaux, on obtient,
en enumerant ces chemins selon la longueur, soit les nombres de Motzkin [1] soit
les nombres de Schr;oder [4], selon qu’on attribue au palier horizontal elementaire la
longueur 1 ou 2. Les nombres de Motzkin veri=ent la recurrence <a 3 termes suivante,
(n+ 2)mn =(2n+ 1)mn−1 + 3(n− 1)mn−2; n¿2;
m0 =m1 = 1; (2)
et les nombres de Schr;oder (simples) cette derni<ere,
3(2n− 1)sn =(n+ 1)sn+1 + (n− 2)sn−1; n¿2;
s1 = s2 = 1: (3)
Recemment, Foata et Zeilberger [2] ont etabli bijectivement la formule de recurrence
des nombres de Schr;oder [4], en introduisant une nouvelle classe d’arbres binaires,
dont les sommets sont judicieusement bicolories.
Dans le meˆme esprit nous donnons dans cet article une interpretation combinatoire
de la recurrence <a 3 termes des nombres de Motzkin. Cette interpretation proc<ede en
deux etapes,
1. interpretation des deux membres de l’egalite comme les cardinaux de deux ensem-
bles d’objets combinatoires,
2. de=nition d’une operation sur ces objets prouvant l’egalite.
1.1. La bijection de Remy
Nous rappelons cette bijection car, outre son elegance, elle constitue un outil impor-
tant pour l’interpretation que nous presentons.
Le membre gauche de l’egalite (1) enum<ere les couples constitues d’un arbre binaire
complet <a n sommets internes, soit 2n + 1 sommets en tout, pointe sur un sommet
(interne ou feuille), et d’une direction choisie entre droite et gauche.
Le membre droit enum<ere les arbres binaires complets <a n+1 sommets internes (soit
n+ 2 feuilles) pointes sur une feuille.
L’operation bijective de=nie par Remy permet de construire un objet du membre droit
<a partir d’un objet du membre gauche; elle consiste <a separer en deux parties le sommet
pointe s. La partie haute sh reste associee <a la partie superieure de l’arbre, la partie
basse devenant un sous arbre de racine sb, et si le coˆte choisi pour la transformation
est le coˆte gauche, alors une feuille f est ajoutee comme =ls gauche de sh et sb devient
=ls droit de sh (operation que nous appellerons Remy-gauche), tandis que si le coˆte
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Fig. 1. La bijection de Remy.
droit est choisi on fait l’operation identique en inversant gauche et droite, operation
que nous appellerons Remy-droite. Dans les deux cas, la feuille ajoutee est la feuille
pointee dans l’arbre binaire complet ainsi obtenu.
Cette operation est decrite dans la Fig. 1. C’est clairement une bijection.
2. Arbres binaires pench	es
Il est classique d’associer aux nombres de Motzkin mn, les arbres 1–2, c’est-<a-dire
des arbres dessines plantes dont les sommets ont 0, 1, ou 2 =ls, <a n arcs, ou n + 1
sommets (on ne represente pas le tronc, mais le quali=catif plante permet de rompre
l’ordre circulaire et de preciser que la racine a un premier =ls, contrairement aux arbres
planaires). Le mot de Motzkin associe s’obtient par un parcours pre=xe, en codant un
point double par la lettre x, un point simple par la lettre a et une feuille (sauf la
derni<ere) par la lettre y.
Ces arbres sont de faOcon evidente en correspondance avec la famille dite des ar-
bres binaires penches c’est-<a-dire des arbres binaires dont tous les =ls uniques sont =ls
gauches, <a n+ 1 sommets, et egalement avec la famille des arbres binaires completes
associes, c’est-<a-dire <a n + 1 sommets internes et n + 2 feuilles, donc 2n + 3 som-
mets en tout, que nous noterons en abrege abpc. Il s’agit clairement d’un
codage bijectif.
La Fig. 2 montre un arbre 1–2 ayant 10 sommets (n=9), le mot de Motzkin qui
le code, ainsi que l’arbre binaire penche et son complete (avec les 11 feuilles ajoutees
mises en evidence par des petits rectangles) qui lui correspondent.
Le membre gauche de l’identite (2) compte le nombre d’abpc de taille n pointes
sur une feuille, ensemble que nous appelerons Mfn , le premier terme du membre droit
compte les abpc de taille n−1 pointes sur un sommet quelconque (interne ou feuille),
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Fig. 2. Un arbre 1–2, son code, et les deux arbres binaires associes.
ensemble note Msn−1, et le second terme est egal <a 3 fois le nombre des abpc de taille
n− 2 pointes sur un sommet interne, ensemble note Min−2.
Pour prouver de faOcon bijective la formule (2), il suQt de trouver une bijection entre
les ensembles comptes par les deux membres, c’est-<a-dire, en suivant la methode de
Remy, une construction bijective permettant de construire un objet de Mfn de faOcon
non ambigu;e, soit <a partir d’un objet de Msn−1, et cela d’une faOcon, soit <a partir d’un
objet de Min−2, et cela de trois faOcons.
2.1. Les sept motifs de Mfn
Dans les abpc, il ne peut y avoir, apr<es completion, de feuille isolee gauche, puisque
par de=nition, les seuls =ls uniques de l’arbre binaire penche sous-jacent sont des =ls
<a gauche. Parmi les abpc pointes sur une feuille, c’est-<a-dire elements de Mfn , on
distingue sept sous-ensembles disjoints, illustres dans la colonne de gauche de la Fig. 4.
Ces sept sous-ensembles sont de=nis (et nommes) selon la nature de la feuille pointee
(feuille isolee ou feuille jumelle), et cette distinction est raQnee selon la nature de
l’oncle (c’est-<a-dire le sommet fr<ere du p<ere) de la feuille pointee. On obtient ainsi 7
situations caracteristiques:
cas 8d: la feuille pointee est isolee, c’est alors une feuille isolee droite;
cas fjd: la feuille pointee est une feuille jumelle droite; en fait ce cas est subdivise
en 3 sous-cas, selon que l’oncle est un =ls droit, feuille ou sommet interne, sous-cas
notes fjdOdf, et fjdOdi ou un =ls gauche, necessairement interne, sous-cas note fjdOgi;
cas fjg: la feuille pointee est une feuille jumelle gauche, avec de faOcon identique la
subdivision en trois sous-cas fjgOdf, fjgOdi et fjgOgi.
Pour l’ensemble Msn−1, on distingue 4 sous-ensembles selon que le sommet pointe
est un sommet interne, cas note si, une feuille jumelle gauche ou droite, cas fjg et fjd,
ou une feuille isolee droite, cas 8d. Ces 4 cas constituent la colonne centrale de la
Fig. 4 ci-apres.
Il n’y a qu’un seul cas pour l’ensemble Min−2.
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Fig. 3. Les 3 cas de Super-Remy.
2.2. Construction de Mfn :a partir de Msn−1
On applique systematiquement la demi-construction de Remy, appelee ci-dessus
Remy-droite, sur un element de Msn−1, c’est-<a-dire un arbre pointe soit sur un sommet
interne, soit une feuille de l’un des trois types fjg, 8d et fjd, et l’on obtient un arbre de
type respectivement 8d, fjdOdf, fjdOgi; pour le dernier cas (cas note fjd), l’application
directe de Remy-droite engendrerait le cas fjdOgf, qui est interdit dans cette famille
d’arbres; on proc<ede alors <a une symetrie verticale de l’arbre entier, qui transforme
ce motif en le motif fjgOdf, impossible <a obtenir directement par la construction (on
obtient un resultat equivalent par une symetrie verticale limitee au sous-arbre de racine
le grand p<ere de la feuille pointee).
2.3. Construction de Mfn :a partir de Min−2
Pour augmenter de 2 le nombre de sommets internes, on utilise la construction de
Remy compl<ete, c’est-<a-dire bilat<ere, mais on la modi=e en ajoutant non pas une feuille
mais un triplet de sommets sous la forme d’un sous-arbre compose d’un sommet interne
et ses deux =ls qui constituent deux feuilles jumelles. En combinant le choix du coˆte
o<u l’on place le triplet et le choix de la feuille jumelle pointee (gauche ou droite)
sur ce triplet, on obtiendrait 4 cas diRerents. Cependant le cas o<u les deux feuilles
jumelles ajoutees sont <a droite, et o<u l’on pointe la plus <a droite de ces deux feuilles
redonne le meˆme arbre que celui obtenu <a partir du motif 8d dans l’ensemble Msn−1.
En supprimant cette possibilite redondante, on obtient exactement 3 arbres pointes
distincts de Mfn pour chaque arbre de Min−2. La Fig. 3 montre les 3 arbres pointes que
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Fig. 4. Les 7 cas de construction.
l’on peut obtenir par cette construction, appelee un peu cavali<erement Super-Remy, en
notant GG l’ajout d’un triplet <a gauche pointe sur la feuille gauche, GD l’ajout d’un
triplet <a gauche pointe sur une feuille droite et DG l’ajout d’un triplet <a droite pointe
sur la feuille gauche.
La preuve s’ach<eve en veri=ant que les 7 types d’arbres pointes obtenus en appliquant
l’ensemble de ces deux constructions sont bien distincts. La Fig. 4 recapitule les sept
cas de cette double construction.
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